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Двухзонные 3-эллиптические решения уравнений
Буссинеска и Кортевега–деФриза
А.О.Смирнов, Г.М. Головачёв, Е. Г.Амосёнок
Исследовано поведение двухзонных эллиптических решений уравнений Буссинеска
и КдФ, построенных по n-листному накрытию над тором (n  3). Показано, что форма
двухзонного решения зависит от n, а не от типа нелинейного волнового уравнения.
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Введение
До середины 60-х годов прошлого века изучение нелинейных дифференциальных урав-
нений в частных производных осуществлялось, в основном, по четырем направлениям:
а) теоремы существования и единственности; б) построение решений нелинейных уравне-
ний со слабой нелинейностью методами теории возмущений; в) изучение некоторых классов
автомодельных решений; г) численное моделирование. В настоящее время наряду с этими
методами для широкого класса нелинейных эволюционных уравнений также используется
«метод обратной задачи рассеяния» (МОЗР) и его модификация — «метод конечнозон-
ного (алгебро-геометрического) интегрирования». Начало этим методам положила работа
американских физиков Гарднера, Грина, Крускала и Миуры [1], опубликованная в 1967 го-
ду, в ней было описано решение уравнения Кортевега–деФриза (КдФ) в терминах прямой
и обратной задачи рассеяния для оператора Шрёдингера с быстроубывающим потенциа-
лом. В 1968 году Лакс [2] формализовал результаты этой работы и ввел понятие L–A-пары:
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уравнение КдФ стало интерпретироваться как условие совместности системы двух линей-
ных дифференциальных уравнений {
Lψ = Eψ,
∂tψ = Aψ,
где L — оператор Шрёдингера с быстроубывающим потенциалом. В 1971 году Гарднер [3]
доказал гамильтоновость уравнений, допускающих представление Лакса, а Захаров и Фад-
деев — их полную интегрируемость [4]. В том же году в работе Захарова иШабата [5] МОЗР
был применен к нелинейному уравнению Шрёдингера, допускающему представление «ну-
левой кривзны» {
∂xψ = Uψ,
∂tψ = V ψ.
Тем самым была доказана неуникальность уравнения КдФ, и метод стал бурно развиваться
как вширь, так и вглубь.
В 1974 году работами Новикова [6] и Лакса [7] было заложено новое направление
в МОЗР — нахождение периодических и почти периодических решений уравнений ти-
па КдФ. Становление этого направления, получившего название «метод конечнозонного
(алгебро-геометрического) интегрирования», связано, прежде всего, с именами Дубровина,
Новикова, Матвеева, Итса и Кричевера (см., напр., [8–12]). Несмотря на явные форму-
лы для конечнозонных решений, широкое их использование затруднялось тем, что: а) они
выражаются через тэта-функции Римана, представляющие собой многомерные ряды Фу-
рье; б) параметрами решения являются периоды абелевых дифференциалов, определенных
на некоторой алгебраической кривой, называемой спектральной. В связи с этим с нача-
ла 80-х годов в работах Белоколоса, Энольского, Бабича, Бобенко, Матвеева и Смирнова
(одного из авторов) начал развиваться метод редукции g-зонных решений интегрируемых
нелинейных уравнений к решениям, выражающимся через тэта-функции меньшей размер-
ности (см., напр., [13] и библиографию там).
В настоящей работе мы рассмотрим такие хорошо известные уравнения, используемые
для описания распространения волн на мелкой воде, как уравнение Кортевега–деФриза
4ut = uxxx + 6uux (1)
и уравнение Буссинеска
3uττ + (uxxx + 6uux)x = 0. (2)
Оба этих уравнения имеют алгебро-геометрические решения [11, 12], и поэтому, с нашей
точки зрения, является интересным вопрос, что сильнее влияет на форму волнового про-
цесса — какой-нибудь из параметров кривой, используемой для построения решений, или
тип нелинейного волнового уравнения. Напомним, что уравнение Кортевега–деФриза опи-
сывает распространение волны в одну сторону, в то время как уравнение Буссинеска явля-
ется простейшим нелинейным волновым уравнением, описывающим распространение волн
в обоих направлениях. Поскольку по кривым алгебраического рода g = 2 можно построить
решения обоих уравнений [12, 14], то такие кривые наиболее естественно использовать для
получения ответа на данный вопрос.
В связи с этим в работе строятся и сравниваются периодические по x (редуцирован-
ные) двухзонные решения уравнений Буссинеска (2) и Кортевега–деФриза (1). В качестве
исходных данных для построения решений используются:
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1. алгебраическая кривая Γ3 = {(χ, λ)} [13, 15, 16]:
Γ3 : χ2 = (λ2 − 3g2)
3∏
j=1
(λ− 3ej), (3)
ассоциированная с двухзонным потенциалом Ламе
u(x) = 6℘(x)
оператора Шрёдингера
ψxx − u(x)ψ = Eψ,
где ℘(x) — эллиптическая функция Вейерштрасса [17]
(℘′(α))2 = 4
3∏
j=1
(℘(α)− ej) = 4℘3(α) − g2℘(α)− g3,
2. и кривая
Γ2 : χ2 = (λ2 − 1)(λ2 − a2)(λ2 − b2), 1 < a < b, (4)
обладающая голоморфной инволюцией (χ, λ) → (χ,−λ). Все вычисления для кри-
вой Γ2 выполнены в работе [18].
Как будет показано ниже, на характер редуцированных двухзонных решений сильнее
всего влияет такая характеристика, как число листов у отображения спектральной кри-
вой на эллиптическую, в терминах которой эти решения выражаются, тогда как от вида
уравнения зависят только соотношения между числовыми параметрами решения.
1. Конечнозонные решения уравнений Буссинеска
и Кортевега–деФриза
Следуя Кричеверу [11, 12, 14], рассмотрим алгебраическую кривую Γ рода g с выделен-
ной точкой P∞ на ней. Выберем на Γ канонический базис циклов γt = (a1, . . . , ag, b1, . . . , bg)
с матрицей индексов пересечения
C0 =
⎛⎜⎝ 0 I
−I 0
⎞⎟⎠.
Ему соответствует нормированный базис голоморфных дифференциалов∮
ak
dUj = δkj , k, j = 1, . . . , g. (5)
Хорошо известно, что матрица периодов кривой Γ
Bkj =
∮
bk
dUj , k, j = 1, . . . , g, (6)
есть симметричная матрица с положительно определенной мнимой частью.
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Построим по матрице периодов g-мерную тэта-функцию с характеристиками η, ζ ∈
∈ Rg [12, 19]:
Θ[ηt; ζt](p|B) =
∑
m∈Zg
exp{πi(m + η)tB(m + η) + 2πi(m + η)t(p + ζ)},
Θ[0t;0t](p|B) ≡ Θ(p|B),
(7)
где p ∈ Cg, суммирование проходит по целочисленной g-мерной решетке.
Определим также на Γ нормированные абелевы интегралы второго рода Ωj(P), P ∈ Γ,
имеющие единственный полюс в выделенной точке Q:
Ωj(P) = ξ−j − jj + 1cjξ + O(ξ
2), P → Q, (8)∮
ak
dΩj = 0, k = 1, . . . , g, (9)
где ξ — локальный параметр в окрестности Q. Из билинейных соотношений Римана следует,
что b-периоды интегралов Ωj(P ) связаны с интегралами Um(P ) соотношениями
1
2πi
∮
bm
dΩj =
− 1
(j − 1)!
dj
dξj
Um
∣∣∣∣∣
ξ=0
, m = 1, . . . , g. (10)
Отметим, что в работе [12] используется иная нормировка голоморфных дифференци-
алов и соответственным образом модифицированные формулы (7), (10).
Пусть функция Ψ(P, x, τ, t) удовлетворяет следующим условиям (аксиомам Бейкера–
Ахиезера):
1. Ψ(P, x, τ, t) есть однозначная функция от точки P кривой Γ, мероморфная на Γ, за ис-
ключением точки Q, и имеющая g простых полюсов в точках Pj , которые образуют
дивизор общего положения;
2. Ψ(P, 0, 0, 0) = 1;
3. в точке P∞ функция Ψ(P, x, τ, t) имеет существенную особенность вида
Ψ(P, x, τ, t) = exp{xξ−1 + τξ−2 + tξ−3}×(1 + ∞∑
m=1
ψm(x, τ, t)ξm
)
, P → Q.
Тогда она этими условиями определяется однозначно и может быть построена по фор-
муле
Ψ(P, x, τ, t) = exp {xΩ1(P) + τΩ2(P) + tΩ3(P)}×
× Θ(U(P) − U(Q) +Ux + Vτ + Wt + Z)Θ(Z)
Θ(U(P) − U(Q) + Z)Θ(Ux + Vτ + Wt + Z) ,
где
Z = U(Q)−K−
g∑
j=1
U(Pj),
2πiU, 2πiV, 2πiW — векторы b-периодов интегралов Ω1,2,3(P) соответственно, K — вектор
римановых констант [12, 20, 21].
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Теорема 1 ([11]). Функция Ψ(P, x, τ, t) является решением системы линейных диф-
ференциальных уравнений
∂τψ = ∂2xψ + uψ, (11a)
∂tψ = ∂3x +
3
2u∂xψ +
(
3
4ux + w
)
ψ, (11b)
где
u(x, τ, t) = 2∂2x lnΘ(Ux + Vτ + Wt + Z|B) + c1, (12a)
w(x, τ, t) = 32∂x∂τ lnΘ(Ux + Vτ + Wt + Z|B) + c2. (12b)
Следствие 4 ([11]). Условием совместности уравнений системы (11) является урав-
нение Кадомцева–Петвиашвили (КП):⎧⎪⎨⎪⎩
uτ =
4
3wx,
ut = wτ +
1
4uxxx +
3
2uux.
Теорема 2 ([11]). Если на кривой Γ существует мероморфная функция E(P) с един-
ственным полюсом второго порядка в Q, тогда, выбрав локальный параметр окрестности
этой точки в виде ξ = [E(P)]−1/2, получим независимость решения (12) от τ (V = 0).
Таким образом, решение уравнения КП
ukdv(x, t) = 2∂2x lnΘ(Ux + Wt + Z|B) + c1
будет решением уравнения Кортевега–деФриза (1).
Теорема 3 ([11]). Если же на кривой Γ существует мероморфная функция μ(P)
с единственным полюсом третьего порядка в Q, тогда, выбрав локальный параметр окрест-
ности этой точки в виде ξ = [μ(P)]−1/3, получим независимость решения (12) от t (W =
= 0). Таким образом, решение уравнения КП
ubsq(x, τ) = 2∂2x lnΘ(Ux + Vτ + Z|B) + c1
будет решением уравнения Буссинеска (2).
2. Алгебраическая кривая рода g = 2, 3-листно накрывающая
эллиптические
Рассмотрим алгебраическую кривую (3). Для удобства введем обозначения
e1 = a, e3 = −b, a, b > 0, (13a)
g2 = 4(a2 + b2 − ab), g3 = 4ab(a− b). (13b)
Для определенности, мы будем считать, что b > a.
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Рис. 1. Алгебраическая кривая Γ2.
В этих обозначениях кривая Γ3 имеет вид
Γ3 : χ2 = (λ + 3a)(λ − 3b)(λ + 3b− 3a)(λ2 − 12(a2 + b2 − ab)). (14)
Выберем на Γ3 канонический базис циклов, как изображено на рисунке 1.
Хорошо известно [13, 15, 16, 20, 21], что есть два отображения этой кривой на эллип-
тические — σ1 : Γ3 → Γ10 и σ2 : Γ3 → Γ20, где
Γ10 : (℘
′(α))2 = 4
3∏
j=1
(℘(α) − ej) = 4℘3(α)− g2℘(α)− g3, (15)
Γ20 : (℘˜
′(β))2 = 4
3∏
j=1
(℘˜(β)− e˜j) = 4℘˜3(β)− g˜2℘˜(β)− g˜3, (16)
e˜2 = −92g3, e˜1,3 =
9
4g3 ±
3
4g2
√
3g2.
Отображения σ1 и σ2 задаются следующими формулами:
℘(α) =
λ3 + 27g3
9(λ2 − 3g2)
, ℘′(α) =
2(λ− 6a)(λ + 6b)(λ + 6a− 6b)χ
27(λ2 − 3g2)2
, (17)
℘˜(β) = λ3 − 94g2λ +
9
4g3, ℘˜
′(β) = 2
(
λ2 − 34g2
)
χ. (18)
Отображения кривых (17), (18) порождают следующие отображения базисов циклов,
изображенных на рисунках 2 и 3:
1. σ̂1a1 = a1, σ̂1a2 = a1, σ̂1b1 = b1, σ̂1b2 = 2b1;
2. σ̂2a1 = −2a2, σ̂2a2 = a2, σ̂2b1 = −b2, σ̂2b2 = b2.
Запишем эти соотношения в матричном виде
σ̂
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2
b1
b2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 −2 0 0
1 1 0 0
0 0 1 −1
0 0 2 1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
a1
a2
b1
b2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Рис. 2. Алгебраическая кривая Γ10.
Рис. 3. Алгебраическая кривая Γ20.
Следуя работе [22], введем в рассмотрение матрицы
S =
⎛⎜⎝1 −2
1 1
⎞⎟⎠, P =
⎛⎜⎝0 0
0 0
⎞⎟⎠, Q =
⎛⎜⎝0 0
0 0
⎞⎟⎠, R =
⎛⎜⎝1 −1
2 1
⎞⎟⎠.
Легко видеть, что выполняются все нужные для редукции соотношения на эти матрицы:
StQ = QtS, RtP = P tR, StR−QtP = nI, (19)
где I — единичная матрица, а n = 3 — число листов накрытий.
Отображения (17), (18) также порождают следующие отображения голоморфных абе-
левых дифференциалов [13, 15, 16, 20, 21]:
σ∗ dα =
3λ
2χ
dλ, σ∗ dβ =
3
2χ
dλ.
Из выбора базисов циклов на Γ10 и Γ20 следует, что выполняются следующие равенства:∮
a1
dα = −2ω′,
∮
b1
dα = 2ω,∮
a2
dβ = −2ω˜′,
∮
b2
dβ = 2ω˜.
Соответственно, нормированные эллиптические голоморфные дифференциалы имеют вид
dU0 = − 12ω′ dα, dU˜0 = −
1
2ω˜′
dβ.
При этом b-периоды этих дифференциалов имеют вид
B0 =
∮
b1
dU0 = − ω
ω′
, B˜0 =
∮
b2
d U˜0 = − ω˜
ω˜′
.
Рассмотрим на Γ3 нормированные голоморфные абелевы дифференциалы
dU1 = f11λdλ
χ
+ f12
dλ
χ
, dU2 = f21λdλ
χ
+ f22
dλ
χ
. (20)
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Вычисляя a-периоды этих дифференциалов с помощью отображений циклов и эллиптиче-
ских дифференциалов, получаем матрицу F
F =
⎛⎜⎜⎜⎝
− 1
4ω′
1
4ω˜′
− 1
2ω′
− 1
4ω˜′
⎞⎟⎟⎟⎠.
Проинтегрировав дифференциалы dUj (20) по b-циклам кривой Γ3, находим матри-
цу B:
B =
⎛⎜⎝ (B0 + B˜0)/3 (2B0 − B˜0)/3
(2B0 − B˜0)/3 (4B0 + B˜0)/3
⎞⎟⎠.
Теорема 4 ([22]). Пусть выполняются условия (19), и пусть P = Q = 0. Тогда
Θ(p|B) =
∑
k∈Zg(S)
Θ[ηt(k);0](Stp|StBS), (21)
где η(k) = S−1k, суммирование k ∈ Zg(S) означает конечную сумму по k ∈ Zg : 0 
 (S−1k)j < 1, число слагаемых в сумме равно |detS|.
Нетрудно видеть, что матрица, стоящая в правой части равенства (21), является диа-
гональной
StBS =
⎛⎜⎝3B0 0
0 3B˜0
⎞⎟⎠,
и поэтому двумерная тэта-функция Θ(p|B) может быть представлена в виде суммы трех
слагаемых, каждое из которых является произведением двух одномерных тэта-функций
с аргументами (Stp)1 и (Stp)2.
3. Периодическое решение уравнения Буссинеска
Рассмотрим произвольную точку P0 = (χ0, λ0) кривой Γ3, не являющуюся точкой ветв-
ления. Отметим, что на Γ3 существует также точка P ′0 = (−χ0, λ0). Разложим в окрестности
точки P0 функцию χ по степеням (λ− λ0):
χ = χ0 +
∞∑
j=1
χj(λ− λ0)j , P → P0. (22)
Подставляя (22) в (14) и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях (λ − λ0),
нетрудно выразить коэффициенты χj через a, b и λ0.
Из уравнения (14) кривой Γ3 вытекает, что в окрестности точки P ′0 функция χ имеет
симметричное разложение
χ = −χ0 −
∞∑
j=1
χj(λ− λ0)j , P → P ′0. (23)
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Из (23) следует, что
χ + χ0 + χ1(λ− λ0) + χ2(λ− λ0)2 + χ3(λ− λ0)3 = o(λ− λ0)3, P → P ′0.
Поэтому функция
μ(P) = χ + χ0 + χ1(λ− λ0) + χ2(λ− λ0)
2 + χ3(λ− λ0)3
2χ0(λ− λ0)3 (24)
не имеет полюса в точке P ′0. Также эта функция не имеет полюса в бесконечно удаленной
точке P∞ = (∞,∞), поскольку в ее окрестности
μ(P) = χ3
2χ0
+ O(λ−1/2), P → P∞.
Следовательно, функция μ(P) имеет единственный полюс в точке P0 вида
μ(P) = 1
(λ− λ0)3 +
χ1
χ0(λ− λ0)2 +
χ2
χ0(λ− λ0) +
χ3
χ0
+ O(λ− λ0). (25)
Поскольку для построения решения уравнения Буссинеска функция μ(P) должна иметь
асимптотику [11, 14]
μ(P) = 1
ξ3
+ O(1), (26)
где ξ — локальный параметр, то ξ = λ−λ0. Рассматривая совместно асимптотики (25), (26)
и (22), получаем следующие разложения λ и χ по локальному параметру ξ:
λ = λ0 + ξ +
χ1
3χ0
ξ2 +
χ2
3χ0
ξ3 + O(ξ4), (27)
χ = χ0 + χ1ξ +
χ21 + 3χ2χ0
3χ0
ξ2 + O(ξ3). (28)
Из (10), (20) и асимптотик (27), (28) вытекает, что волновой вектор и вектор частот
равны, соответственно:
U0 =
⎛⎜⎝
1
4ω′
1
2ω′
⎞⎟⎠ λ0
χ0
+
⎛⎜⎝
−1
4ω˜′
1
4ω˜′
⎞⎟⎠ 1
χ0
,
V0 =
⎛⎜⎝
1
4ω′
1
2ω′
⎞⎟⎠ 3χ0 − λ0χ1
χ20
+
⎛⎜⎝
1
4ω˜′
−1
4ω˜′
⎞⎟⎠ χ1
3χ20
.
Естественно, при таком выборе локального параметра также выполняется равенство W0 =
= 0. Индекс 0 указывает на то, что в роли выделенной точки Q взята точка P0. Из выра-
жений для StU0 и StV0,
StU0 =
⎛⎜⎜⎝
3λ0
4χ0ω′
3
4χ0ω˜′
⎞⎟⎟⎠, StV0 =
⎛⎜⎜⎝
3(3χ0 − λ0χ1)
4χ20ω′
− χ1
4χ20ω˜′
⎞⎟⎟⎠,
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следует, что для построения периодического по координате решения уравнения Буссинеска
нужно положить λ0 = 0. При этом
χ0 = 18
√
ab(b− a)(a2 + b2 − ab), χ1 = 54(a
2 + b2 − ab)2
χ0
(29)
и
StU0 =
⎛⎝ 03
4ω˜′χ0
⎞⎠, StV0 =
⎛⎜⎜⎝
9
4ω′χ0
− χ1
4ω˜′χ20
⎞⎟⎟⎠.
Поскольку χ1 = 0, то периодическое по координате решение уравнения Буссинеска не будет
периодическим по времени.
Применив формулу (21) с
η(k) ∈
{(
0
0
)
;
(
2/3
1/3
)
;
(
1/3
2/3
)}
и воспользовавшись соотношением
Θ[η; 0](p|b) =
√
ib−1 exp(−πib−1p2)ϑ3(−pb−1 − η| − b−1), (30)
являющимся следствием равенств
Θ[η; 0](p|b) = exp(πibη2 + 2πipη)ϑ3(p + bη|b),
ϑ3(p|b) =
√
ib−1 exp(−πib−1p2)ϑ3(−pb−1| − b−1),
получаем следующее утверждение для решения уравнения Буссинеска.
Теорема 1. Периодическое решение уравнения Буссинеска (2), построенное по кри-
вой (14), имеет вид
ubsq(x, τ) = 2∂2x ln
[
ϑ3
(
z1 +
τ
T1
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + xX1 − τT2
∣∣∣∣ b˜) +
+ ϑ3
(
z1 +
τ
T1
− 2
3
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + xX1 − τT2 − 13
∣∣∣∣ b˜)+
+ ϑ3
(
z1 +
τ
T1
− 1
3
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + xX1 − τT2 − 23
∣∣∣∣ b˜)]+ 3πi4ω˜ω˜′χ20 + c1,0. (31)
Здесь z1, z2 — фазы решения,
X1 = 4ω˜χ0, T1 =
4
3
ωχ0, T2 = 12ω˜
χ20
χ1
, b =
ω′
3ω
, b˜ =
ω˜′
3ω˜
.
При соизмеримости периодов T1 и T2 решение (31) будет периодическим не только по ко-
ординате x, но и по времени τ .
Чтобы вычислить постоянную c1,0, рассмотрим абелев дифференциал второго рода
dΩ1,0 = − 12χ0
(
℘˜(β) +
η˜′
ω˜′
)
dβ + d
(
χ + χ0
2χ0λ
)
(32)
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с единственным полюсом первого порядка в точке P0 = (χ0, 0). Непосредственные вы-
числения b-периодов этого дифференциала приводят к тому же волновому вектору, что
и дифференцирование голоморфных дифференциалов. Здесь η˜′ — период соответствующей
ζ-функции Вейерштрасса [17]. Вычисляя асимптотику этого дифференциала в окрестности
полюса, получаем, что
c1,0 =
3η˜′
2ω˜′χ20
− 243ab(b − a) + 6χ0χ2 + 4χ
2
1
18χ20
и
3πi
4ω˜ω˜′χ20
+ c1,0 =
η˜
216ab(b − a)(a2 + b2 − ab)ω˜ −
1
36(a2 + b2 − ab) −
(a2 + b2 − ab)2
648a2b2(b− a)2 .
В последнем переходе мы подставили χ1 и χ0, а также учли, что
χ2 = −27ab(b − a) + χ
2
1
2χ0
и что (см. [17])
η˜ω˜′ − η˜′ω˜ = πi
2
.
4. Периодическое решение уравнения Кортевега–деФриза
Возьмем теперь в качестве выделенной точки Q бесконечно удаленную точку P∞ =
= (∞,∞). Поскольку эта точка является точкой ветвления гиперэллиптической кривой Γ3,
то локальный параметр ε в окрестности этой точки можно выбрать таким образом, чтобы
выполнялось равенство
λ =
1
ε2
, P → P∞. (33)
Из уравнения поверхности (14) следует, что функция χ в окрестности точки P∞ имеет
асимптотику вида
χ =
1
ε5
+
∞∑
j=0
hjε
2j−3, P → P∞. (34)
Нетрудно видеть, что при данном выборе локального параметра ε выполняется равенство
E(P) = λ.
Дифференцируя дифференциалы dUj по локальному параметру ε, получаем b-периоды
нормированных абелевых интегралов второго рода с единственным полюсом в точке P∞:
U∞ =
⎛⎜⎝−
1
2ω′
− 1
ω′
⎞⎟⎠, V∞ = 0, W∞ =
⎛⎜⎝
1
2ω˜′
− 1
2ω˜′
⎞⎟⎠,
причем
StU∞ =
⎛⎝− 32ω′
0
⎞⎠, StW∞ =
⎛⎝ 0
− 3
2ω˜′
⎞⎠. (35)
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Из равенств (35) вытекает хорошо известный факт (см. [13, 15, 16]), что решение конечно-
зонного уравнения КдФ, построенное по поверхности Γ3 и выделенной точке P∞, является
периодическим по координате и по времени.
Проводя редукцию тэта-функции и переходя к эллиптическим тэта-функциям, получа-
ем следующее утверждение для 3-эллиптического решения уравнения Кортевега–деФриза.
Теорема 2. Периодическое решение уравнения Кортевега–деФриза (1), построенное
по кривой (14), имеет вид
ukdv(x, t) = 2∂2x ln
[
ϑ3
(
z1 +
x
X2
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + tT3
∣∣∣∣ b˜) +
+ ϑ3
(
z1 +
x
X2
− 2
3
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + tT3 − 13
∣∣∣∣ b˜)+
+ ϑ3
(
z1 +
x
X2
− 1
3
∣∣∣∣ b)ϑ3 (z2 + tT3 − 23
∣∣∣∣ b˜)]+ 3πiωω′ + c1,∞, (36)
где X2 = 2ω, T3 = 2ω˜, b =
ω′
3ω
, b˜ =
ω˜′
3ω˜
.
Для вычисления постоянной c1,∞ рассмотрим абелев дифференциал второго рода
dΩ1,∞ =
(
℘(α) +
η′
ω′
)
dα + d
(
2χ
3(λ2 − 12(a2 + b2 − ab))
)
(37)
с единственным полюсом первого порядка в точке P∞. Вычисляя асимптотику этого диф-
ференциала в окрестности полюса, получаем, что
c1,∞ =
6η′
ω′
− 2h0 и 3πi
ωω′
+ c1,∞ =
6η
ω
− 2h0,
где h0 = 0 — коэффициент асимптотики (34) функции χ в окрестности точки P∞.
5. Главная часть 3-эллиптических решений
Положив a = 2, b = 3 и вычисляя периоды решений, получаем, что при данном выборе
параметров кривой решение (31) уравнения Буссинеска периодично по координате с пери-
одом X1 ≈ 64 и почти периодично по времени с периодами T1 ≈ 157 и T2 ≈ 987 (рис. 4).
Вместе с тем, решение (36) уравнения КдФ, построенное по той же самой кривой,
периодично по координате с периодом X2 ≈ 2 и периодично по времени с периодом T3 ≈ 0.3
(рис. 5).
Может показаться, что решения уравнений Кортевега–деФриза и Буссинеска можно
отличить друг от друга по значениям амплитуд и периодов решений, но заметим, что в вы-
боре функций μ(P) и E(P) есть некоторый произвол. Функции
μ˜(P) = κ31μ(P) + κ2, и E˜(P) = κ23E(P) + κ4,
где κj — постоянные, также являются мероморфными функциями с единственными полю-
сами требуемых порядков. Изменение функций μ(P) и E(P) приводит к изменению локаль-
ных параметров ξ и ε:
1
ξ˜3
=
κ
3
1
ξ3
+ κ2,
1
ε˜2
=
κ
2
3
ξ2
+ κ4,
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Рис. 4. Решение (31) уравнения Буссинеска для a = 2, b = 3, z1 = z2 = 0.
Рис. 5. Решение (36) уравнения КдФ для a = 2, b = 3, z1 = z2 = 0.
или
ξ˜ =
ξ
κ1
− κ2
3κ41
ξ4 + O(ξ7), ε˜ =
ε
κ3
− κ4
2κ33
ε3 + O(ε5).
Как было показано в [14], такая замена локальных параметров приводит к следующему
преобразованию решений уравнений Буссинеска и Кортевега–деФриза:
u˜bsq(x, τ) = κ21ubsq(κ1x,κ
2
1τ),
u˜kdv(x, t) = κ23ukdv
(
κ3x +
3
2
κ3κ4t,κ
3
3t
)
+
1
4
κ4.
Соответственно, при κ1 = X1/X2 ≈ 30 решение u˜bsq(x, τ) уравнения Буссинеска будет иметь
периоды и амплитуду одного порядка с решением ukdv(x, t) уравнения Кортевега–деФриза,
т. е. по значениям периодов и амплитуд разделить решения различных уравнений довольно
трудно.
При этом очевидно, что двухзонные 3-эллиптические решения уравнений Буссинеска
и Кортевега–деФриза (рис. 4, 5) схожи между собой и внешне сильно отличаются от двух-
зонного 2-эллиптического решения уравнения Буссинеска, найденного в [18] (рис. 6).
Чтобы объяснить влияние n на вид решения, рассмотрим выражение
th3(p, q) = ϑ3(p|b)ϑ3(q|b˜) + ϑ3(p− 2/3|b)ϑ3(q − 1/3|b˜) + ϑ3(p − 1/3|b)ϑ3(q − 2/3|b˜)
и, воспользовавшись формулой
ϑ3(p|b) =
∑
m∈Z
exp(πibm2 + 2πipm),
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Рис. 6. 2-эллиптическое решение уравнения Буссинеска.
перейдем к суммированию по бесконечной двумерной решетке. Вынося под знаком сумми-
рования общий множитель за скобку, получаем следующее равенство:
th3(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2) + 2πi(pm + qn)}×
×
(
1 + exp
{
−4πim
3
− 2πin
3
}
+ exp
{
−2πim
3
− 4πin
3
})
.
Переходя во втором множителе к тригонометрическим функциям, преобразуем выражение
к виду
th3(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2) + 2πi(pm + qn)} ×
(
1 + 2 cos π(m + n) cos
π(m− n)
3
)
.
При упрощении мы учли, что sinπ(m + n) = 0.
Из инвариантности суммы относительно одновременной замены m → −m, n → −n
следует, что
th3(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2)} cos 2π(pm + qn)×
×
(
1 + 2 cos π(m + n) cos
π(m− n)
3
)
. (38)
Выражение, стоящее в скобках, обладает весьма примечательным свойством. Если m ≡
≡ n (mod 3), то оно равно 3, а в ином случае — нулю.
Из-за сильно убывающих экспоненциальных множителей основную роль в решениях
играют слагаемые с m = n = 0 и m = n = ±1:
th3(p, q) = 3 + 6eπi(b+
b) cos 2π(p + q) + . . . .
Следовательно, главные части двухзонных 3-эллиптических решений уравнений Буссинеска
и Кортевега–деФриза будут иметь вид
u1
(
x
X1
+
T2 − T1
T2T1
τ
)
и u2
(
x
X2
+
t
T3
)
,
НЕЛИНЕЙНАЯ ДИНАМИКА 2011. T. 7. №2. С. 239–256
Двухзонные 3-эллиптические решения уравнений Буссинеска 253
соответственно, причем на форму главных частей влияют все слагаемые двумерного ря-
да (38).
В отличие от случая 3-эллиптических решений, для 2-эллиптических решений соответ-
ствующая функция th(p, q) имеет вид (см. [18]):
th2(p, q) = ϑ3(p|b)ϑ3(q|b˜) + ϑ4(p|b)ϑ4(q|b˜),
где
ϑ4(p|b) =
∑
m∈Z
exp(πibm2 + 2πipm + πim).
Переходя к суммированию по двумерной решетке, имеем равенство
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2) + 2πi(pm + qn)} × (1 + exp{πi(m + n)}),
которое можно переписать в виде
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2) + 2πi(pm + qn)} (1 + (−1)m(−1)n).
Отметим, что в этой сумме гармоники разной четности (n −m ≡ 1 (mod 2)) обращаются
в нуль.
Из инвариантности суммы относительно одновременной замены m → −m, n → −n
следует, что
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2)} cos 2π(pm + qn) (1 + (−1)m(−1)n).
Заменяя n→ −n, имеем еще одну формулу для функции th2(p, q),
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2)} cos 2π(pm− qn) (1 + (−1)m(−1)n),
из которой вытекает, что
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2)}(cos 2π(pm− qn)+ cos 2π(pm+ qn))×
(
1 + (−1)m(−1)n
2
)
(39)
или
th2(p, q) =
∑
m,n∈Z
exp{πi(bm2 + b˜n2)} cos(2πpm) cos(2πqn) (1 + (−1)m(−1)n). (40)
Таким образом, поскольку
th2(p, q) = 2 + 2eπi(b+
b)(cos 2π(p − q) + cos 2π(p + q)) + . . . =
= 2 + 4eπi(b+b) cos(2πp) cos(2πq) + . . . ,
то 2-эллиптическое решение уравнения Буссинеска представляет собой нелинейную супер-
позицию встречных волн или образуемых ими стоячих волн, что мы и видим на рисунке 6.
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Известно [13, 15, 16], что не существует двухзонного 2-эллиптического решения урав-
нения КдФ, периодического по координате. Но, как было показано в работе [23], существу-
ют два двухзонных 2-эллиптических периодических по времени решения уравнения КдФ.
Нетрудно понять, что такие решения должны иметь вид
u(x, t) = 2∂2x ln th2
(
x
X ′1
+
t
T ′
,
x
X ′2
)
+ c′1,k
или
u(x, t) = 2∂2x ln th2
(
x
X ′1
,
x
X ′2
+
t
T ′
)
+ c′1,k
и выглядеть как перемещающиеся с постоянной скоростью «стоячие волны».
Заключительные замечания
Подводя итоги, заметим, что уже начиная с рода g = 3 должны появиться существен-
ные различия в поведении конечнозонных решений уравнений Кортевега–деФриза и Бус-
синеска. Это связано, в первую очередь, с тем, что не существует кривой алгебраического
рода g > 2, по которой одновременно можно построить решения обоих уравнений, поскольку
решения уравнения Кортевега–деФриза строятся по гиперэллиптическим кривым, а для по-
строения решений уравнения Буссинеска (при g > 2) используются негиперэллиптические
кривые.
Приложение. Значения параметров решения для a = 2, b = 3
Для случая a = 2, b = 3 имеем
χ0 = 18
√
42 ≈ 116.7, χ1 = 72
√
42 ≈ 23,
ω =
√
5
5
K
(
2
√
5
5
)
≈ 1, ω′ =
√
5
5
K
(√
5
5
)
i ≈ 0.7i,
b ≈ 0.25i, exp(πib) ≈ 0.46,
ω˜ =
211/4
42
K
(√
98 + 18
√
21
14
)
≈ 0.14,
ω˜′ =
211/4
42
K
(√
98 − 18√21
14
)
i ≈ 0.08i,
b˜ ≈ 0.2i, exp(πib˜) ≈ 0.54.
Авторы благодарят проф. В.Б.Матвеева за полезные обсуждения.
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Two-gap 3-elliptic solutions of the Boussinesq and the Korteweg-de Vries
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The behavior of the two-gap elliptic solutions of the Boussinesq and the KdV equations was
examined. These solutions were constructed by the n-sheet covering over a torus (n  3). It was
shown that the shape of the two-gap elliptic solutions depends on n and doesn’t depend on the
kind of the nonlinear wave equation.
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